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Relativitätsprinzipien

Galilei’sches Relativitätsprinzip

Das Bewegungsgesetz der Newton’schen Mechanik als
physikalisches Grundgesetz besitzt für zwei Beobachter, die sich in
geradlinig-gleichförmig gegeneinander bewegten Inertialsystemen
befinden, dieselbe Form.

v

x

y y’

x’

z’K’zK Galilei-Transformation

x ′ = x − vt

y ′ = y

z′ = z

t ′ = t

Newton: Zeit und Raum absolut
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Invarianz (Kovarianz) der Newton’schen Gleichungen unter
Galilei-Transformation

mẍ = f (x − x0)

mẍ ′ = f (x ′ − x ′

0)

x − x0 = x ′ + vt − x ′

0 − vt = x ′ − x ′

0

ẍ = ẍ ′

Gleichungen der Elektrodynamik (Maxwell’sche Gleichungen) sind
nicht invariant unter der Galilei-, sondern invariant (kovariant) unter
der Lorentz-Transformation
Mechanistisches Weltild: Äthertheorie
Zulassung verschiedener Prinzipien in der Physik oder Streben nach
Vereinheitlichung unter Abänderung der Gleichungen der Mechanik
oder der Elektrodynamik?

Spezielles Relativitätsprinzip

Die Grundgesetze der Physik besitzen für zwei Beobachter, die sich
in geradlinig-gleichförmig gegeneinander bewegten Inertialsystemen
befinden, dieselbe Form.
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Lorentz-Transformation (1)
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t’ 6= 0t 6= 0
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(x, y, z, t)

(x’ , y’ , z’, t’)

Prinzipien

1 Homogenität und Isotropie des Raumes

2 Relativität der Zeit

3 spezielles Relativitätsprinzip

4 Konstanz der Lichtgeschwindigkeit
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Lorentz-Transformation (2)

I. Wegen (1:Homogenität und Isotropie des Raumes) wählen wir
x , x ′ || v , und y ||y ′, z||z ′

Koordinatensysteme sollen bei t = 0 zusammenfallen

z = 0 ; z ′ = 0 → z ′ = a(v)z

y = 0 ; y ′ = 0 → y ′ = ā(v)y

Isotropie ; ā(v) = a(v)

x ′ = b(v)(x − vt)

x = b′(v ′)(x ′ + v ′t ′)

Zeit wird mittransformiert!

II. Verwendung von (3: Relativitätsprinzip)
Untersuchung von a(v)
Punktereignis in K: (x , y , z, t) = (0, 0, z, 0)
Dasselbe Punktereignis in K’: (x ′, y ′, z ′, t ′)′ = (0, 0, a(v)z, 0)′

Durch keine physikalische Messung ist ein Unterschied zwischen K
und K’ feststellbar ; a(v) = 1
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Lorentz-Transformation (3)

III. Untersuchung von b(v), b′(v ′)
Wegen (3: Relativitätsprinzip) muss gelten |v | = |v ′|

v

v

x x

zz
K K

x’ x’

z’ z’
K’ K’

A B

A’ B’

l

l

Maßstab der Länge l ruht in K, Messung seiner Länge in K’

Ereignis 1
A: (0,0,0,tA)
A’:(0,0,0,0)’

Ereignis 2
B: (l,0,0,tB)
B’:( l

b′(v) ,0,0,0)’

Länge: l
Länge: l

b′(v)

Peter Reineker



Lorentz-Transformation (4)

Maßstab der Länge l ruht in K’, Messung seiner Länge in K

Ereignis 1
A: (0,0,0,0)
A’:(0,0,0,t ′A′ )’

Ereignis 2
B: ( l

b(v) ,0,0,0)
B’:(l,0,0,t ′B′ )’

Länge: l
b(v)

Länge: l

(3:Relativitätsprinzip) ; die Messungen dürfen nicht zu einer
objektiven Unterscheidung der beiden Koordinatensysteme führen ;

b′(v) = b(v)

Damit wird

x ′ = b(v)(x − vt) x = b(v)(x ′ + vt ′) (∗)

Auflösen der Gleichungen nach t ′ ergibt den momentanen Stand der
Transformationsgleichungen

x ′ = b(v)(x−vt), y ′ = y , z ′ = z t ′ = b(v)[t−
x
v

(1−
1

b(v)2 )]
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Lorentz-Transformation (5)

IV. Bestimmung von b(v): Verwendung von (4: Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit)

v

x

z
K

x’

z’
K’

Schirm

Ereignis 1: Lichtsignal zur Zeit t = 0 vom Ursprung ausgesandt
Ereignis 2: Beobachtung des Signals am Schirm

Ereignis 1

K : (0, 0, 0, 0)

K ′ : (0, 0, 0, 0)

Ereignis 2

K : (x, 0, 0, t)

K ′ : (x ′
, 0, 0, t ′)

Konstanz der Lichtgeschwindigkeit in K und K’ ; x = ct and x ′ = ct ′

In (∗) eingesetzt, dann Multiplikation der Gleichungen

ct ′ = b(v)(ct − vt), ct = b(v)(ct ′ + vt ′) ; c2tt ′ = b(v)2(c2
− v2)tt ′

Auflösen nach b(v). Vorzeichen: für v = 0 wird x = x ′; aus (∗) folgt b(0) = +1 ;

b(v) =
1

√

1 − v2

c2

=
1

√

1 − β2
= γ mit β =

v
c
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Lorentz-Transformation: Ergebnis

Transformation von K nach K’

x ′ = γ(x − vt) y ′ = y z′ = z t ′ = γ(t −
v
c2 x)

Zum Vergleich: Galilei-Transformation von K nach K’

x ′ = x − vt y ′ = y z′ = z t ′ = t

Transformation von K’ nach K

x = γ(x ′ + vt ′) y = y ′ z = z′ t = γ(t ′ +
v
c2 x ′)

Zum Vergleich: Galilei-Transformation von K’ nach K

x = x ′ + vt ′ y = y ′ z = z′ t = t ′
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Addition von Geschwindigkeiten

x’

x

K K’ K”
v1 v2

v3
v1 = vKK ′ γ1 =

h

1 −

` v1
c

´2
i

−
1
2

v2 = vK ′K ′′

v3 = vKK ′′

t = t ′ = t ′′ = 0

Koordinatenursprünge sollen bei t = 0 zusammenfallen.

Zusammenhang zwischen Koordinate des Ursprungs von K ′′ in
K ′(x ′, t ′) und K (x , t):

x = γ1(x ′ + v1t ′) = γ1(v2t ′ + v1t ′) = γ1(v1 + v2)t ′

t = γ1
(

t ′ + v1
c2 x ′

)

= γ1
(

t ′ + v1
c2 v2t ′

)

= γ1
(

1 + v1v2
c2

)

t ′

v3 = x
t = v1+v2

1+
v1v2
c2
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Eigenschaften der Additionsformel

v3 = v1+v2

1+
v1v2
c2

- v3 < v1 + v2

- v1, v2 ≪ c −→ v3 = v1 + v2 Galilei

- v1, v2 < c −→ v3 < c
Beweis:
(c − v1)(c − v2) > 0, c2 + v1v2 − c(v1 + v2) > 0 | : c
c + v1v2

c − (v1 + v2) > 0, c
(

1 + v1v2
c2

)

> v1 + v2

c > v1+v2

1+
v1v2
c2

= v3

Beispiel:

v1 = v2 = 3
4 c → v3 =

6
4 c

1+ 9
16

= 24
25c = 0.96c

- v2 = c −→ v3 = v1+c
1+

v1
c

= c
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Bewegter Maßstab: Lorentz-Kontraktion (1)

x1 x2 x

y
K

x’

y’
K’

vt

x1’ x 2’

x ′ = γ(x − vt) y ′ = y z′ = z t ′ = γ

“

t − v
c2 x

”

x = γ(x ′ + vt ′) y = y ′ z = z′ t = γ

“

t ′ + v
c2 x ′

”

γ =
h

1 −

` v
c

´2
i

−
1
2

Koordinatenursprünge sollen bei t = 0 zusammenfallen.

1. Messung der Länge des Stabes in einem Inertialsystem, z.B. K ′

Ereignis 1: x ′

1 = 0, t ′1 Ereignis 2: x ′

2 = l0, t ′1 x ′

2 − x ′

1 = l0
l0 Eigenlänge, unabhängig vom Inertialsystem

2. Messung der Länge des in K ′ ruhenden Stabes in K . System K ′ bewegt sich mit
Geschwindigkeit v nach rechts.
Zur Messung in K sind entlang der x-Achse Beobachter aufgestellt. Zu einer
vorgegebenen Zeit t, z.B. t = 0, markieren zwei der Beobachter den Anfangs- bzw.
Endpunkt, x1 bzw. x2 des vorbeifliegenden Stabes. Die Länge in K ist dann x2 − x1.
Ereignis 1: x1,t1 = 0 Ereignis 2: x2, t2 = 0

x ′

1 = 0, t ′1 x ′

2 = l0, t ′2

Aus der Lorentz-Transformation zu berechnen: x1, t ′1, x2, t ′2
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Bewegter Maßstab: Lorentzkontraktion (2)

x ′

1 = γ(x1 − vt1) = 0
t1=0
−→ x1 = 0

x ′

2 = γ(x2 − vt2) = l0
t2=0
−→ x2 = l0

γ
= l0

q

1 −

`

v
c

´2

Länge des Stabes in K : x2 − x1 = l

l = l0
q

1 −

`

v
c

´2 Längenkontraktion

Wichtig: Bei der Messung der Stablänge in K müssen die Ereignisse
gleichzeitig in K sein.

Die Zeiten der beiden Ereignisse in K ′ sind verschieden und damit keine
Basis für eine Messung!

t ′1 = γ
`

t1 −
x1v
c2

´

= 0, t ′2 = γ
`

t2 −
x2v
c2

´

= −γl0γ−1 v
c2 = −

l0
c

v
c

Gleichzeitigkeit ist relativ

Umgekehrte Messung:
Maßstab ruht in K , Messung erfolgt in K ′ mit t ′1 = t ′2.

Ergebnis: Messung des bewegten Stabes zeigt ebenfalls Verkürzung.
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Synchronisation von Uhren

x1 x2
x

yK

x

x2x1

c∆t
2

c∆t
2

Spiegel

yK

Wie können Zeiten an verschiedenen Orten verglichen werden?

(1) Transport aller Uhren an den Ort x1, Synchronisation,
Rücktransport: problematisch, Synchronisation könnte beim
Transport verloren gehen.

(2) Lichtblitz von x1 nach x2 und Reflexion. Laufzeit ∆t = 2 x2−x1
c .

Dann wird von x1 zur Zeit t1 ein Lichtblitz nach x2 gesandt.
Synchronisation der Uhr bei x2: Ankunft des Lichtblitzes zur Zeit
t2 = t1 + ∆t

2

Peter Reineker



Bewegte Uhr: Zeitdilatation (1)

x2x1

x

yK

x’

y’K’

v

x ′ = γ(x − vt) y ′ = y z′ = z t ′ = γ

“

t − v
c2 x

”

x = γ(x ′ + vt ′) y = y ′ z = z′ t = γ

“

t ′ + v
c2 x ′

”

γ =
h

1 −

` v
c

´2
i

−
1
2

Koordinatenursprünge sollen bei t = 0 zusammenfallen.

Zwei Beobachter an den Orten x1 und x2 in K mit synchronisierten Uhren
lesen die mit K ′ bewegte Uhr ab, wenn sie an den Orten x1 und x2

vorbeikommt.

Es liegen die beiden folgenden Ereignisse vor:
1: Die Uhr in K ′ passiert Beobachter1 in K bei x1 = 0 zur Zeit t1 = 0
2: Die Uhr in K ′ passiert Beobachter2 in K bei x2 = vt2 zur Zeit t2

Ereignis 1: x1 = 0, t1 = 0 Ereignis 2: x2 = vt2, t2
x ′

1 = 0, t ′1 x ′

2 = 0, t ′2

Lorentztransformation:
t ′1 = γ

`

t1 − v
c2 x1

´

= 0, t ′2 = γ
`

t2 − v
c2 x2

´

= γ
“

1 −
v2

c2

”

t2 =
q

1 −
v2

c2 t2
→ Ereignis 1: beide Uhren stehen auf null

→ Ereignis 2: bewegte Uhr zeigt t0 ≡ t ′2 − t ′1 = t ′2 =
q

1 −
v2

c2 t2
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Bewegte Uhr: Zeitdilatation (2)

Zeitintervall zwischen den Ereignissen 1 und 2 in K ′:

t0 = t ′2 − t ′1 =
√

1 − v2

c2 t2

Zeitintervall zwischen den Ereignissen 1 und 2 in K :

t = t2 − t1 = t2

Vergleich beider Zeitintervalle:

t = t0
q

1− v2

c2

Zeitdilatation

t0 < t : Die mit K ′ bewegte Uhr geht gegenüber den Uhren in K nach,
d.h. die bewegte Uhr geht langsamer.
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Eigenzeit

Uhr bewege sich relativ zu Inertialsystem K mit variabler Geschwindigkeit v(t), d.h.
beschleunigt. Sie kann nicht mehr zum Ursprung eines Inertialsystems K ′ gemacht
werden.

Ausweg: Einführung eines momentanen Inertialsystems K ′ zur Zeit t0, in dem
die Uhr momentan (zum Zeitpunkt t0) ruht.

Zeitintervall dτ , das von der Uhr zwischen t0 und t0 + dt angezeigt wird:

dτ = dt ′ = dt

r

1 −

“

v(t0)
c

”2

Zerlegung des Zeitintervalls zwischen zwei Ereignissen in infinitesimale Zeitintervalle
und Aufsummation der von der bewegten Uhr angezeigter Intervalle:
Von der bewegten Uhr angezeigte Zeitspanne

τ =

Z t2

t1

s

1 −

„

v(t)

c

«2

dt Eigenzeit

dτ ist invariant bei Lorentztransformation:
(cdτ)2 = (cdt)2

−

ˆ

(dx)2 + (dy)2 + (dz)2
˜

= (ds)2

Quadrat des infinitesimalen Abstandes im 4-dimensionalen Raum (Minkowski-Raum)
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Abstände im Minkowski-Raum
Untersuchung der Lorentzkontraktion:
Messung in K zu gleichen Zeiten.
Ereignisse in K ′ zu verschiedenen
Zeiten, sogar Reihenfolge der Zeiten
vertauscht.
Problem mit Kausalität?

Zwei Ereignisse
Ereignis P1: x1 = 0, t1 = 0

x ′

1 = 0, t ′1 = 0
Ereignis P2: x2 = x , t2 = t

x ′

2 = x , t ′2 = t

P1

P2

x

ct
K

x’

ct’
K’

Abstand: s2
12 = c2t2

− x2 = c2t ′2 − x ′2

invariant bei Lorentz-Transformation

x

ct

absolute

absolute

Zukunft

Vergangenheit

s12
2 > 0

s12
2 < 0

s12
2 = 0

absolut entfernt

s12
2 > 0

Lichtkegel

s2
12 > 0 zeitartiger Abstand

s2
12 = 0 lichtartiger Abstand

s2
12 < 0 raumartiger Abstand

invariant bei Lorentztransformation

Kausalität gewahrt
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Zwillingsparadoxon

x

ct

E

A

x

ct

A

E

U

xA = xE

xU

U2

xU1

xU2

U1

Zwilling1 mit Uhr1: bleibt auf der Erde zurück
Zwilling2 mit Uhr2: fliegt mit Rakete bis xU und kehrt

dann um

Bewegte Uhren gehen langsamer: Uhr2 zeigt bei E
kleineres Zeitintervall an als ruhende. Zwilling2 ist bei E
jünger als Zwilling1.

Einwände gegen dieses Ergebnis

- Wechsel des Bezugssystems, d.h. Zwilling1
bewege sich, Zwilling2 ruhe:
nicht zulässig, da System des Zwilling2 kein
Inertialsytem

- Effekt beruhe nur auf Beschleunigung:
Zwilling1 fliegt mit einer anderen Rakete bis U1
und kehrt dann um.
Beschleunigungseffekte sollten in beiden Flügen
gleich sein und sich kompensieren.

- Andere Möglichkeit zur Berechnung?
Integration der Eigenzeit entlang der Weltlinien
der Zwillinge.
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Stange-Haus-Problem

Haus der Länge l im System K ,
Stange der Länge l im bewegten System K ′

a) Betrachtung vom System K aus: Länge des Hauses l ,
Länge der Stange l

p

1 − β2

Haus

x

K

x’

K’

Haus

l l

b) Betrachtung vom System K ′ aus: Länge des Hauses l
p

1 − β2,
Länge der Stange l

Scheinbarer Widerspruch, Lösung im Zusammenhang mit der

Gleichzeitigkeitsbedingung.
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Ausblick

Dynamik in der speziellen Relativitätstheorie
4-komponentige Bewegungsgleichung, deren drei räumliche
Komponenten sich im nichtrelativistischen Grenzfall auf die
Newton’schen Bewegungsgleichungen reduzieren. Die nullte
Komponente hängt mit der Energie zusammen und führt auf die
Beziehung E = mc2.

Was sieht man bei relativistisch bewegten Systemen?
Man sieht nicht, was man misst! Bei der Messung werden in einem
Inertialsystem zu einem festen Zeitpunkt zwei Ereignisse
festgehalten (z.B. Passieren des Anfangs und Endes eines Zuges an
zwei Punkten zur selben Zeit).
Beim Sehvorgang spielen die Lichtstrahlen eine Rolle, die zur
gleichen Zeit ins Auge treffen. Diese Strahlen können von sehr
verschiedenen Teilen des Körpers kommen und damit zu einer
deformierten Ansicht führen. Der Effekt ist umso größer, je stärker
sich die Geschwindigkeit des Körpers der Lichtgeschwindigkeit
annähert.
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